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Unterlagen flr die Lehrkraft
Zentrale Klausur am Ende der Einfuhrungsphase
2014

Mathematik
1. Aufgabenart
Analysis
2. Aufgabenstellung
Aufgabe 1: Untersuchung ganzrationaler Funktionen (28 Punkte)
Aufgabe 2: Verkehrsstau (28 Punkte)

3. Materialgrundlage

entfallt

4. Beziige zu den Vorgaben 2014

e Geraden und Geradengleichungen (z.B. g(A;B); Steigungswinkel; Parallelitét)

e Nullstellen ganzrationaler Funktionen, in faktorisierter Form (keine Polynomdivi-
sion, einfaches Ausklammern)

e Untersuchung ganzrationaler Funktionen bis n = 3: Nullstellen, Standardsymmet-
rie, Hoch- und Tiefpunkte, Krimmungsverhalten (Links- und Rechtskriimmung),
Wendepunkte (auch Sattelpunkte)

e Tangentengleichungen

e Einfache Transformationen wie Verschieben, Strecken oder Spiegeln von Funkti-
onsgraphen ganzrationaler Funktionen 3. Grades

e Zusammenhang zwischen dem Graphen einer Funktion und den Graphen ihrer
ersten und zweiten Ableitungsfunktion

o Differenzialrechnung in Sachzusammenhéngen (z. B. durchschnittliche und mo-
mentane Anderungsrate; Interpretation ausgezeichneter Punkte im Sachkontext)

5. Zugelassene Hilfsmittel

e CAS (Computer-Algebra-System)
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen

Die Modelllosung ist keine ,,Musterlésung“. Sie erhebt nicht den Anspruch, eine mogliche
Darstellung des Priiflings wiederzugeben.

Sachlich richtige Alternativen werden mit entsprechender Punktzahl in der Zeile ,,Sachlich
richtige Losungsalternative” des Bewertungsbogens bewertet.

Aufgabe 1: Untersuchung ganzrationaler Funktionen

Modelllésung a)
f'(x)=x2 —-4-x+3
Mit der notwendigen Bedingung f'(x)=0 ergeben sich aus x’—4-x+3=0 die beiden Lo-

sungen x, =1 und x, =3.

Da zusitzlich f'(0)=3>0, f'(2)=-1<0 und f'(4)=3>0 gelten, liegt an der Stelle x, =1
ein Vorzeichenwechsel der Funktionswerte von f' von + nach — und an der Stelle x, =3 ein
Vorzeichenwechsel der Funktionswerte von f' von — nach + vor. 1 ist also eine lokale Maxi-
malstelle und 3 eine lokale Minimalstelle von f .

[Zur Erleichterung der Korrektur bei Verwendung der zweiten Ableitung beim hinreichenden
Kriterium: f"'(x)=2-x-4, f"(1)=-2, f"(3)=21

Da auBerdem f(1)= % und f(3)=4 gelten, besitzt der Graph von f den lokalen Hochpunkt

H (1 ‘%) und den lokalen Tiefpunkt T ( 3 |4 )

Modelllésung b)
(1) Gleichung der Tangente t,: y=m-x+b:
m={'(0)=3, b=f(0)=4

Damit ist die Gleichung der Tangente ¢t,: y =3-x+4.

(2) ) . f

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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3 f'(X)=3<:>X=va=4

Die Tangente ¢, beriihrt den Graphen von f an der Stelle 4.

(4) Fir den Flacheninhalt A des Dreiecks gilt (siehe Abbildung): A=—-a-b.

wlh NI

4 4 1
Wegen 3-x+4=0<:>x=—§ gilt a=§ (LE) und damit A=§- ~4=§ (FE).

Fiir die Seite c des Dreiecks (siehe Abbildung) gilt:

2
c=a*+b* = /(%) +47 =4'\3{E ~ 4,22 (LE)

Damit gilt fiir den Umfang U des Dreiecks:

4 4410
3

U:a+b+c:§+4+

~1,33+4+4,22=9,55 (LE).

Modelllésung c)
gl0x) = fx~1)~= oder g(x)=fl(x~1)-4

1 und 3 sind Extremstellen des Graphen von f . Wird der Graph von f zunédchst um eine Ein-
heit nach rechts verschoben, so sind 2 und 4 Extremstellen des verschobenen Graphen, die
Eigenschaft 1 ist erfiillt.

Wird der verschobene Graph nun noch so weit nach unten verschoben, bis einer der beiden
Extrempunkte auf der x-Achse liegt, so ist auch Eigenschaft 2 erfiillt.

Modelllésung d)

Die Nullstelle von f ist die Stelle des lokalen Tiefpunktes des Graphen von F.

Bei der Funktion f liegt an Nullstelle ein Wechsel von negativen zu positiven Funktionswer-
ten von f vor, fiir die Funktion F bedeutet dies einen Ubergang von einer negativen Steigung
zu einer positiven Steigung des Graphen.

Modelllésung e)

Wenn man den Funktionsterm von f als Produkt in der Form f(x)=(x+1)-q(x) mit einer
quadratischen Funktion q darstellen kénnte, wiirde f(~1)=(-1+1)-q(~1)=0-q(-1)=0

gelten. Wie man z. B. durch die Berechnung f (—1) = —% oder am Graphen der Funktion f er-

kennen kann, ist x = —1 keine Nullstelle von f . Somit ist die angegebene Produktdarstellung
nicht moglich.

Nur fiir den Dienstgebrauch!



Schule und Weiterbildung .
des Landes Nordrhein-Westfalen Seite 4 von 10

Ministerium fir @ ZK M HT (mit CAS)
()

Aufgabe 2: Verkehrsstau

Modellldsung a)

(1) f(A3)=16
Um 13:00 Uhr ist der Stau 1,6 Kilometer lang.

(2) Die Stauldange wird durch eine abgeschitzte durchschnittliche Fahrzeuglange zuziiglich
des durchschnittlichen Fahrzeugabstandes dividiert.

Komplexere Losungen, in denen z. B. die Anzahl der Fahrspuren beriicksichtigt wird,
werden natiirlich ebenfalls anerkannt.

[Bei der Beurteilung der konkreten Annahmen sollte grof8ziigig verfahren werden. ]

Modellldsung b)
f'(t)=-03-t>+9-t-66,3

Mit der notwendigen Bedingung f'(t): 0 fiir lokale Extremstellen ergeben sich aus
—-0,3-t>+9-t-66,3=0 die beiden Lésungen t, =13 und t, =17.

Wegen f'(12)= —% <0, f'(15)= g >0 und f'(18)= —; <0 liegt an der Stelle ¢, ein Vor-

zeichenwechsel von negativen zu positiven Funktionswerten von f' und damit ein lokales
Minimum von f vor und an der Stelle t, ein Vorzeichenwechsel von positiven zu negativen
Funktionswerten von f' und damit ein lokales Maximum von f vor.

[f"'(t)=—-06-t+9, f"(13)=g=1,2, f"(17):—§:—1,2]

Wegen f(12)=2,3, f(17)=4,8 und f(19)=1,6 ist die Staulange um 17:00 Uhr mit 4,8 Kilo-
meter maximal.

Modellldsung c)

17-13

Die Stauldnge nimmt zwischen 13:00 Uhr und 17:00 Uhr pro Stunde im Durchschnitt um
0,8 Kilometer zu.

(2) Aus der Ungleichung f (t) >3 folgt ndherungsweise 14,83 <t < 18,54 (oder t <11,62).

Wegen 18,54 —14,83 =3,71 <4 ist der Zeitraum, in dem der Stau ldanger als 3 km ist,
kiirzer als 4 Stunden.

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Modelllésung d)

f '(t)> 0: Der Graph von f hat fiir 15<t <17 eine positive Steigung, die Stauldnge nimmt
daher zwischen 15:00 Uhr und 17:00 Uhr stdndig zu.

f "(t)< 0: Der Graph von f hat fiir 15<t <17 eine Rechtkrimmung, die Staulinge nimmt
daher zwischen 15:00 Uhr und 17:00 Uhr immer langsamer zu.

oder

f "(t) < 0: Die Anderungsrate von f' ist fiir 15 <t <17 negativ, die Staulinge nimmt daher
zwischen 15:00 Uhr und 17:00 Uhr immer langsamer zu.

Modelllésung e)
D f (19) =1,6, d. h. die Stauldnge um 19:00 Uhr betrédgt 1,6 Kilometer.
Der Stau hat sich ;2 = g ~ 0,44 Stunden spéter, also ungefdhr um 19:27 Uhr vollstdndig

b

aufgeldst.

(2) Da die Stauldnge gleichmdRig abnimmt, wird zur Modellierung der Stauldnge eine lineare
Funktion g mit g(t)=m-t +b verwendet.

Da die Stauldnge sich pro Stunde um 3,6 Kilometer verringert, gilt m = —-3,6.

Mit g(19) =-3,6-19+b=1,6 < b =70 ergibt sich die Funktionsgleichung

g(t)=-36-t+70 (193tg19%).

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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7. Bewertungsbogen zur Klausur

Name des Priiflings: Kursbezeichnung:

Schule:

Aufgabe 1: Untersuchung ganzrationaler Funktionen

Teilaufgabe a)
Anforderungen Losungsqualitit
Der Priifling erveichbare | unkzahl
Punktzahl
1 ermittelt mit dem notwendigen Kriterium die moglichen lokalen Extremstellen von )
f.
) weist mit einem hinreichenden Kriterium nach, dass 1 eine lokale Maximalstelle )
und 3 eine lokale Minimalstelle des Graphen von f ist.
3 |berechnet die Funktionswerte an den Stellen 1 und 3. 2
Sachlich richtige Losungsalternative: (6)
Summe Teilaufgabe a) 6
Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitit
Der Priifling erveichbare | Punkzal
Punktzahl

(1) bestimmt rechnerisch eine Gleichung der Tangente ¢; an den Graphen von f an
der Stelle x=0.

2 | (2) zeichnet die Tangente t; in die Abbildung ein. 2
3 | (3) berechnet, an welcher Stelle die Tangente t, den Graphen von f beriihrt. 2
4 | (4) berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks. 3
5 | (4) berechnet den Umfang des Dreiecks. 3

Sachlich richtige Losungsalternative: (13)

Summe Teilaufgabe b) 13

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe c)

Anforderungen Losungsqualitit
Der Priifling erveichbare | Punkizahi
Punktzahl
1 |gibt begriindet eine mégliche Funktionsgleichung von g an. 4
Sachlich richtige Losungsalternative: (4)
Summe Teilaufgabe c) 4
Teilaufgabe d)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling erveichbare | Punkzal
Punktzahl
1 |entscheidet begriindet, welche dieser drei Moglichkeiten hier vorliegt. 3
Sachlich richtige Losungsalternative: (3)
Summe Teilaufgabe d) 3
Teilaufgabe e)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling crveichbare | Punkzal
Punktzahl
1 |begriindet, dass eine solche Darstellung nicht méglich ist. 2
Sachlich richtige Losungsalternative: (2)
Summe Teilaufgabe e) 2
Summe insgesamt 28

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Aufgabe 2: Verkehrsstau

Teilaufgabe a)
Anforderungen Losungsqualitit
Der Priifling ervechbare | Puktzahi
Punktzahl
1 |(1) berechnet die Lange des Staus um 13:00 Uhr. 2
5 (2) berechnet mit Hilfe von zwei plausiblen Annahmen einen Schatzwert fiir die 3
Anzahl der Fahrzeuge, die um 13:00 Uhr in diesem Stau stehen.

Sachlich richtige Losungsalternative: (5)

Summe Teilaufgabe a) 5

Teilaufgabe b)

Anforderungen Lésungsqualitat

v rye maximal erreichte

Der Prufllng erreichbare | Punktzahl
Punktzahl

ermittelt mit dem notwendigen Kriterium die moglichen lokalen Extremstellen von

1 3
f.

5 priift mit einem hinreichenden Kriterium die moglichen lokalen Extremstellen von 5
f.

3 |gibt die maximale Lénge des Staus an. 2

Sachlich richtige Losungsalternative: (7)

Summe Teilaufgabe b) 7

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe c)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling conechbare | Panktzatd
Punktzahl
1 (1) bestimmt, um wie viele Kilometer die Stauldnge in der Zeit von 13:00 Uhr bis b)
17:00 Uhr pro Stunde im Durchschnitt zunimmt.
5 (2) zeigt rechnerisch, dass der Zeitraum, in dem der Stau ldnger als 3 km war, kiir- 4
zer als 4 Stunden gewesen ist.
Sachlich richtige Losungsalternative: (6)
Summe Teilaufgabe c) 6
Teilaufgabe d)
Anforderungen Lésungsqualitat
vy maximal erreichte
Der Pruﬂlng erreichbare | Punktzahl
Punktzahl
1 interpretiert, welche Bedeutung die beiden Ungleichungen im Sachzusammenhang 4
der Aufgabe haben.
Sachlich richtige Losungsalternative: (4)
Summe Teilaufgabe d) 4
Teilaufgabe e)
Anforderungen Losungsqualitit
vy maximal erreichte
Der Pruﬂlng erreichbare | Punktzahl
Punktzahl
1 [(1) bestimmt die Uhrzeit, zu der sich der Stau vollstdndig aufgelost hat. 3
2 |(2) ermittelt eine Funktionsgleichung der Funktion g. 3
Sachlich richtige Losungsalternative: (6)
Summe Teilaufgabe e) 6
Summe insgesamt 28

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Festlegung der Gesamtnote

Losungsqualitat
maximal erreichte
erreichbare | Punktzahl
Punktzahl
Ubertrag der Punktsumme aus der ersten Aufgabe 28
Ubertrag der Punktsumme aus der zweiten Aufgabe 28
Gesamtpunktzahl 56
Note

Unterschrift, Datum

Grundsatze fiur die Bewertung (Notenfindung)

Fiir die Zuordnung der Noten zu den Punktsummen ist folgende Tabelle zu verwenden:

Note Erreichte Punktsummen
sehr gut 49 — 56

gut 41 - 48
befriedigend 33-40
ausreichend 24 - 32
mangelhaft 12-23
ungeniigend 0-11

Nur fiir den Dienstgebrauch!



	Unterlagen für die Lehrkraft
	1. Aufgabenart
	2. Aufgabenstellung
	3. Materialgrundlage
	4. Bezüge zu den Vorgaben 2014
	5. Zugelassene Hilfsmittel
	6. Vorgaben für die Bewertung der Schülerleistungen
	7. Bewertungsbogen zur Klausur
	Festlegung der Gesamtnote


